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Motivacién general

@ Tres ideas fundamentales son los temas principales de este curso:
lenguajes, gramdticas y autématas.
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Motivacién general

@ En el transcurso de nuestro estudio, exploraremos muchos resultados
sobre estos conceptos y sobre su relacién entre si.
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Motivacién general

@ Pero primero, debemos comprender el significado de los términos.
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Motivaciéon Lenguajes

@ Todos estamos familiarizados con la nocién de lenguajes naturales,
como el espaiol, el inglés y el francés.
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Motivaciéon Lenguajes

@ Aln asi, para la mayoria de nosotros probablemente resultard dificil
decir exactamente lo que significa la palabra “lenguaje”.
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Motivaciéon Lenguajes

@ Los diccionarios definen informalmente el término como un sistema
adecuado para la expresidn de ciertas ideas, hechos o conceptos,
incluyendo un conjunto de simbolos y reglas para su manipulacién.
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Motivaciéon Lenguajes

@ Si bien esto nos da una idea intuitiva de lo que es un lenguaje, no es
suficiente como definicién para el estudio de los lenguajes formales.
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Motivaciéon Lenguajes

@ Necesitamos una definicién precisa del término.
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Alfabeto y cadena

@ Comenzamos con un conjunto X, finito y no vacio, de simbolos,
llamado alfabeto.
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Alfabeto y cadena

@ A partir de los simbolos individuales, construimos cadenas, que son
secuencias finitas de simbolos del alfabeto.
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Alfabeto y cadena

@ Por ejemplo, si el alfabeto ¥ = {a, b}, entonces abab y aaabbba son
cadenas en X.
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Alfabeto y cadena

@ Con pocas excepciones, usaremos letras minusculas a, b, c, . .. para
elementos de ¥ y u, v, w, ... para nombres de cadenas.
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Alfabeto y cadena

@ Escribiremos, por ejemplo,
w = abaaa

para indicar que la cadena denominada w tiene el valor especifico
abaaa.
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Concatenacion y reversa

@ La concatenacion de dos cadenas w y v es la cadena que se obtiene
anadiendo los simbolos de v al extremo derecho de w,
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Concatenacion y reversa

@ es decir, si
w = ajag - --an

0= biby by,

entonces la concatenacién de w y v, denotada por wv, es

WU = a1as -+ - apbrby - - - by,
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Concatenacion y reversa

@ La reversa de una cadena se obtiene escribiendo los simbolos en

orden inverso; si w es una cadena como se muestra arriba, entonces

Su reversa wR €s

U)R = anp - a2aq.
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e La longitud de una cadena w, denotada por |w|, es el nimero de
simbolos en la cadena.
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e Con frecuencia necesitaremos hacer referencia a la cadena vacia, que
es una cadena sin ningln simbolo. Serd denotada por A.
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@ Las siguientes relaciones simples

‘)" =0,

AW = WA =w

son validas para toda w.
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Subcadena, prefijo y sufijo

o Cualquier cadena de simbolos consecutivos en w es una subcadena
de w.
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Subcadena, prefijo y sufijo

e Si

w = VU,

entonces se dice que las subcadenas v y u son un prefijo y un sufijo
de w, respectivamente.
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Subcadena, prefijo y sufijo

e Por ejemplo, si w = abbab, entonces {\, a, ab, abb, abba, abbab} es el
conjunto de todos los prefijos de w, mientras que bab, ab, b son
algunos de sus sufijos.
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Propiedades de las cadenas |

@ Las propiedades simples de las cadenas, como su longitud, son muy
intuitivas y probablemente necesiten poca elaboracién.
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Propiedades de las cadenas |

@ Por ejemplo, si u y v son cadenas, entonces la longitud de su
concatenacidn es la suma de las longitudes individuales, es decir,
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Propiedades de las cadenas |

|uv] = [uf + [v]. (1)
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Propiedades de las cadenas |

@ Pero aunque esta relacién es obvia, es (til poder precisarla y probarla.
Las técnicas para hacerlo son importantes en situaciones mas
complicadas.
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Propiedades de las cadenas Il

Demuestre que |uv| = |u| + |v| se cumple para cualquier u y v.
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Propiedades de las cadenas Il

Demuestre que |uv| = |u| + |v| se cumple para cualquier u y v.

Para probar esto, primero necesitamos una definicién de la longitud de una
cadena.
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Propiedades de las cadenas Il

Demuestre que |uv| = |u| + |v| se cumple para cualquier u y v.

Hacemos tal definicién de manera recursiva mediante

|CL| =1,

jwa| = |w| + 1,

para todo a € ¥ y w cualquier cadena en .
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Propiedades de las cadenas Il

Demuestre que |uv| = |u| + |v| se cumple para cualquier u y v.

Hacemos tal definicién de manera recursiva mediante

|CL| =1,
lwa| = |w[ +1,

para todo a € ¥ y w cualquier cadena en .

Esta definicidn es una declaracién formal de nuestra comprensién intuitiva
de la longitud de una cadena: la longitud de un solo simbolo es uno, y la
longitud de cualquier cadena aumenta en uno si le agregamos otro simbolo.
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Propiedades de las cadenas lllI

Con esta definicién formal, estamos listos para probar que |uv| = |u| + |v|
mediante induccién.
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Propiedades de las cadenas lllI

Por definicién, |uv| = |u| + |v| se cumple para todo u de cualquier
longitud y todo v de longitud 1, por lo que tenemos que la base de la
induccién se cumple.
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Propiedades de las cadenas lllI

Como suposicién inductiva, asumimos que |uv| = |u| + |v| se cumple para
todo u de cualquier longitud y todo v de longitud 1,2, ..., n.
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Propiedades de las cadenas IV

Ahora tome cualquier v de longitud n + 1 y escribala como v = wa.
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Propiedades de las cadenas IV

Ahora tome cualquier v de longitud n + 1 y escribala como v = wa.

Luego,

ol = |w| + 1,

luv| = |uwal = |uw| + 1.
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Propiedades de las cadenas IV

Ahora tome cualquier v de longitud n + 1 y escribala como v = wa.
Luego,

ol = |w| + 1,

luv| = |uwal = |uw| + 1.

Por la hipétesis inductiva (que es aplicable ya que w es de longitud n),
luw]| = [u] + |w]|

asi que
|uv] = fu] + w] +1 = Ju| + |v].
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Propiedades de las cadenas IV

Ahora tome cualquier v de longitud n + 1 y escribala como v = wa.
Luego,

ol = |w| + 1,

luv| = |uwal = |uw| + 1.

Por la hipétesis inductiva (que es aplicable ya que w es de longitud n),
luw]| = [u] + |w]|
asi que

uv] = |uf + |w| +1 = |u] + [v].

Por lo tanto, |uv| = |u| 4 |v| se cumple para todo u y todo v de longitud
hasta n + 1, completando el paso inductivo y la demostracién. O
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w", Xy Xt

@ Si w es una cadena, entonces w" representa la cadena obtenida al
concatenar w n veces.
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w", Xy Xt

@ Como caso especial, definimos

para toda w.
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w", Xy Xt

@ Si ¥ es un alfabeto, usamos ¥* para denotar el conjunto de cadenas
obtenido al concatenar cero o mas simbolos de X..
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w", Xy Xt

@ El conjunto X* siempre contiene \.
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w", Xy Xt

@ Para excluir la cadena vacia, definimos

ot =% —{A}.
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w", Xy Xt

@ Mientras que X es finito por suposicién, ¥* y X* son siempre infinitos
ya que no hay limite en la longitud de las cadenas en estos conjuntos.
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w", Xy Xt

@ Un lenguaje se define muy generalmente como un subconjunto de ¥*.
Una cadena en un lenguaje L se llamard oracion de L.
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w", Xy Xt

o Esta definicidn es bastante amplia; cualquier conjunto de cadenas de
un alfabeto ¥ puede considerarse un lenguaje.
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w", Xy Xt

@ Mas adelante estudiaremos métodos mediante los cuales se pueden
definir y describir lenguajes especificos; esto nos permitird estructurar
este concepto bastante amplio.
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w", Xy Xt

@ Por el momento, sin embargo, sélo veremos algunos ejemplos
especificos.
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

Sea ¥ = {a,b}. Entonces

¥* ={\ a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, . . .}.
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Ejemplo 2

Ejemplo 2
Sea ¥ = {a,b}. Entonces
¥* ={\ a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, . . .}.

El lenguaje
{a, aa, aab}

es un lenguaje sobre Y. Debido a que tiene un nimero finito de oraciones, lo
llamamos lenguaje finito.
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

Sea ¥ = {a,b}. Entonces

¥* ={\ a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, . . .}.

El conjunto
L={a"b":n >0}

también es un lenguaje sobre X..
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

Sea ¥ = {a,b}. Entonces

¥* ={\ a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, . . .}.

El conjunto
L={a"b":n >0}

también es un lenguaje sobre ¥. Las cadenas aabb y aaaabbbb estan en el
lenguaje L,
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

Sea ¥ = {a,b}. Entonces

¥* ={\ a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, . . .}.

El conjunto
L={a"b":n >0}

también es un lenguaje sobre ¥. Las cadenas aabb y aaaabbbb estan en el
lenguaje L, pero la cadena abb no esta en L. Este lenguaje es infinito.
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Ejemplo 2

Ejemplo 2

Sea ¥ = {a,b}. Entonces

¥* ={\ a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, aab, . . .}.

El conjunto
L={a"b":n >0}

también es un lenguaje sobre ¥. Las cadenas aabb y aaaabbbb estan en el
lenguaje L, pero la cadena abb no esta en L. Este lenguaje es infinito. Los
lenguajes mas interesantes son infinitos. |
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Operaciones sobre lenguajes |

@ Dado que los lenguajes son conjuntos, la unidn, interseccién y
diferencia de dos lenguajes se definen inmediatamente.
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Operaciones sobre lenguajes |

@ El complemento de un lenguaje se define con respecto a X*; es decir,
el complemento de L es
L=Y"-1L
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Operaciones sobre lenguajes |

@ La reversa de un lenguaje L es el conjunto de todas las reversas de las
cadenas de L, es decir,

LR = {w®:we L}.
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Operaciones sobre lenguajes |

@ La concatenacién de dos lenguajes L1 y Lo es el conjunto de todas
las cadenas obtenidas al concatenar cualquier elemento de L; con
cualquier elemento de Ls; especificamente,

L1Ly = {a:y X e Ll,y S LQ}.
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Operaciones sobre lenguajes I

@ Definimos L™ como L concatenado consigo mismo n veces, con los
casos especiales
L°={\NyL' =1,

para todo lenguaje L.
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Operaciones sobre lenguajes I

@ Finalmente, definimos la cerradura estrella de un lenguaje como

>0
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Operaciones sobre lenguajes I

@ Finalmente, definimos la cerradura estrella de un lenguaje como
=L
i>0
o y la cerradura positiva como

L*:ULi

i>1
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Ejemplo 3

Ejemplo 3
Si
L={a"b":n >0},

entonces
L? = {a"b"a™b™ : n > 0,m > 0}.
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Ejemplo 3

Ejemplo 3
Si

L={a"b":n >0},
entonces

L? = {a"b"a™b™ : n > 0,m > 0}.

Tenga en cuenta que n y m no estan relacionados; la cadena aabbaaabbb
estd en Lo.
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Ejemplo 3

Ejemplo 3
Si

L={a"b":n >0},
entonces

L? = {a"b"a™b™ : n > 0,m > 0}.

Tenga en cuenta que n y m no estan relacionados; la cadena aabbaaabbb
estd en Ly. La reversa de L se describe facilmente en notacién de

conjuntos como
LB = {b"a"™ : n > 0},
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Ejemplo 3

Ejemplo 3

pero es considerablemente mds dificil describir L o L* de esta manera.
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Ejemplo 3

Ejemplo 3

Unos pocos intentos lo convencerdn rapidamente de la limitacién de la
notacién de conjuntos para la especificacién de lenguajes complicados. O
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Motivacion Gramaticas

@ Para estudiar lenguajes matemdaticamente, necesitamos un mecanismo
para describirlos.
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Motivacion Gramaticas

@ El lenguaje cotidiano es impreciso y ambiguo, por lo que las
descripciones informales en lenguaje natural a menudo son
inadecuadas.
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Motivacion Gramaticas

@ La notacién de conjuntos utilizada en los Ejemplos 2 y 3 es mas
adecuada, pero limitada.
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Motivacion Gramaticas

@ A medida que avancemos, aprenderemos sobre varios mecanismos de
definicién de lenguajes que son tiles en diferentes circunstancias.
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Motivacion Gramaticas

@ Aqui presentamos uno comdn y poderoso, la nocién de gramatica
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Gramaticas |

@ Una gramética para el idioma inglés nos dice si una oracién en
particular estd bien formada o no.
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Gramaticas |

@ Una gramética para el idioma inglés nos dice si una oracién en
particular estd bien formada o no.

@ Una regla tipica de la gramatica inglesa es “una oracién puede
constar de una frase nominal seguida de un predicado”. M4as
concisamente escribimos esto como

< sentence > — < noun_phrase >< predicate >,

con la interpretacién obvia.
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Gramaticas |

@ Una gramética para el idioma inglés nos dice si una oracién en
particular estd bien formada o no.

@ Una regla tipica de la gramatica inglesa es “una oracién puede
constar de una frase nominal seguida de un predicado”. M4as
concisamente escribimos esto como

< sentence > — < noun_phrase >< predicate >,

con la interpretacién obvia.
@ Por supuesto, esto no es suficiente para tratar con oraciones reales.
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Gramaticas |

@ Una gramética para el idioma inglés nos dice si una oracién en
particular estd bien formada o no.

@ Una regla tipica de la gramatica inglesa es “una oracién puede
constar de una frase nominal seguida de un predicado”. M4as
concisamente escribimos esto como

< sentence > — < noun_phrase >< predicate >,

con la interpretacién obvia.
@ Por supuesto, esto no es suficiente para tratar con oraciones reales.

@ Ahora debemos proporcionar definiciones para los constructos recién
introducidos < noun_phrase >y < predicate >.
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Gramaticas ||

@ Si lo hacemos mediante

< noun_phrase > — < article >< noun >,
< predicate > — < verb >
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Gramaticas ||

@ Si lo hacemos mediante

< noun_phrase > — < article >< noun >,
< predicate > — < verb >

@ y si asociamos las palabras “a” y “the” con < article >, "boy” y
“dog"” con < moun >,y “runs’ y “walks” con < verb >,
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Gramaticas ||

@ Si lo hacemos mediante

< noun_phrase > — < article >< noun >,
< predicate > — < verb >

@ y si asociamos las palabras “a” y “the” con < article >, "boy” y
“dog"” con < moun >,y “runs’ y “walks” con < verb >,

@ entonces la gramatica nos dice que las oraciones “a boy runs” y “the
dog walks” estan correctamente formadas.

FCC-BUAP)



Gramaticas ||

@ Si lo hacemos mediante

< noun_phrase > — < article >< noun >,
< predicate > — < verb >

@ y si asociamos las palabras “a” y “the” con < article >, "boy” y
“dog"” con < moun >,y “runs’ y “walks” con < verb >,

@ entonces la gramatica nos dice que las oraciones “a boy runs” y “the
dog walks” estan correctamente formadas.

@ Si tuviéramos que dar una gramdatica completa, entonces, en teoria,
cada oracién bien formada podria explicarse de esta manera.
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Gramaticas Il

o Este ejemplo ilustra la definicién de un concepto general en términos
de conceptos simples.
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Gramaticas Il

@ Comenzamos con el concepto de nivel superior, aqui < sentence >, y
lo reducimos sucesivamente a los bloques de construccién
irreductibles del lenguaje.
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Gramaticas Il

@ La generalizacién de estas ideas nos lleva a gramaticas formales.

Martinez (FCC-BUAP) Conceptos preliminares



Definicion formal de Gramatica

Una gramatica G se define como un cuadruple
G = (‘/7 T7 Sv P)7

donde
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Definicion formal de Gramatica

Una gramatica G se define como un cuadruple
G = (‘/7 T7 Sv P)7

donde

@ I/ es un conjunto finito de objetos llamados variables,
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Definicion formal de Gramatica

Una gramatica G se define como un cuadruple
G = (‘/7 T7 Sv P)7

donde
@ I/ es un conjunto finito de objetos llamados variables,

@ T es un conjunto finito de objetos llamados simbolos terminales,
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Definicion formal de Gramatica

Una gramatica G se define como un cuadruple
G = (‘/7 T7 Sv P)7

donde
@ I/ es un conjunto finito de objetos llamados variables,
@ T es un conjunto finito de objetos llamados simbolos terminales,

@ S € V es un simbolo especial llamado variable inicial,
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Definicion formal de Gramatica

Una gramatica G se define como un cuadruple

G:(‘/,T,S,P),

donde
@ I/ es un conjunto finito de objetos llamados variables,
@ T es un conjunto finito de objetos llamados simbolos terminales,
@ S € V es un simbolo especial llamado variable inicial,

@ P es un conjunto finito de producciones.
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Definicion formal de Gramatica

Definicién 1
Una gramatica G se define como un cuadruple
G = (‘/7 T7 Sv P)7

donde
@ I/ es un conjunto finito de objetos llamados variables,
@ T es un conjunto finito de objetos llamados simbolos terminales,
@ S € V es un simbolo especial llamado variable inicial,
@ P es un conjunto finito de producciones.

Se supondrd, sin mds mencién, que los conjuntos V' y T no estan vacios y
que son disjuntos.
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Derivacion |

@ Las reglas de produccién son el corazén de una gramatica; especifican
cémo la gramatica transforma una cadena en otra, y a través de esto
definen un lenguaje asociado a la gramatica.
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Derivacion |

@ En nuestra discusién asumiremos que todas las reglas de produccién
son de la forma
T —y,

donde z es un elemento de (VUT)" y y estd en (V UT)*.
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Derivacion Il

@ Las producciones se aplican de la siguiente manera: Dada una cadena

w de la forma
w = UTv,

decimos que la produccién x — y es aplicable a esta cadena, y
podemos usarla para reemplazar x con y, obteniendo asi una nueva

cadena
Z = uyv.
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Derivacion Il

@ Las producciones se aplican de la siguiente manera: Dada una cadena
w de la forma
w = uTv,

decimos que la produccién x — y es aplicable a esta cadena, y
podemos usarla para reemplazar x con y, obteniendo asi una nueva
cadena

Z = uyv.

@ Esto se escribe como
w = z.

Decimos que w deriva z o que z se deriva de w.
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Derivacion Il

@ Las producciones se aplican de la siguiente manera: Dada una cadena
w de la forma
w = uTv,

decimos que la produccién x — y es aplicable a esta cadena, y
podemos usarla para reemplazar x con y, obteniendo asi una nueva
cadena

Z = uyv.

@ Esto se escribe como
w = z.
Decimos que w deriva z o que z se deriva de w.

@ Las cadenas sucesivas se derivan aplicando las producciones de la
gramatica en orden arbitrario.
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Derivacion Il

@ Una produccién se puede utilizar siempre que sea aplicable y se puede
aplicar tantas veces como se desee. Si

W] = W = *++ = Wy,
decimos que w; deriva w,, y lo denotamos mediante

w1 = Wp.
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Derivacion Il

@ Una produccién se puede utilizar siempre que sea aplicable y se puede
aplicar tantas veces como se desee. Si

W] = W = *++ = Wy,
decimos que w; deriva w,, y lo denotamos mediante
w1 = Wy.

@ El x indica que se puede tomar un niimero no especificado de pasos
(incluido cero) para derivar w,, partiendo de w.
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Derivacion Il

@ Una produccién se puede utilizar siempre que sea aplicable y se puede
aplicar tantas veces como se desee. Si

W] = W = *++ = Wy,
decimos que w; deriva w,, y lo denotamos mediante
w1 = Wy.

@ El x indica que se puede tomar un niimero no especificado de pasos
(incluido cero) para derivar w,, partiendo de w.

@ Al aplicar las reglas de produccién en un orden diferente, una
gramatica determinada normalmente puede generar muchas cadenas.
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Derivacion Il

@ Una produccién se puede utilizar siempre que sea aplicable y se puede
aplicar tantas veces como se desee. Si

W] = W = *++ = Wy,
decimos que w; deriva w,, y lo denotamos mediante
w1 = Wy.

@ El x indica que se puede tomar un niimero no especificado de pasos
(incluido cero) para derivar w,, partiendo de w.

@ Al aplicar las reglas de produccién en un orden diferente, una
gramatica determinada normalmente puede generar muchas cadenas.

@ El conjunto de todas esas cadenas terminales es el lenguaje definido o
generado por la gramatica.
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Definicion formal de L(G)

Sea G = (V,T,S, P) una gramética. Entonces el conjunto

L(G):{wGT*:Séw}

es el lenguaje generado por G.
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Definicion formal de L(G)

Sea G = (V,T,S, P) una gramética. Entonces el conjunto

L(G):{wGT*:Séw}

es el lenguaje generado por G.

Si w € L(G), entonces la secuencia
S=>w=>w == w, =>w

es una derivacion de la oracién w.
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Definicion formal de L(G)

Sea G = (V,T,S, P) una gramética. Entonces el conjunto

L(G):{wGT*:Séw}

es el lenguaje generado por G.

Si w € L(G), entonces la secuencia
S=>w=>w == w, =>w
es una derivacién de la oracién w.

Las cadenas S, w1, wo, . .., wy, que contienen tanto variables como
terminales, se denominan formas oracionales de la derivacidn.
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Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Considere la gramatica

G = ({S},{a,b},S,P)
con P dado por

S — aSh,
S — A\
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Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Considere la gramatica

G = ({S},{a,b},S,P)
con P dado por

S — aSh,
S — A\

S = aSb = aaSbb = aabb,
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Ejemplo 4 |
Considere la gramatica

G = ({S},{a,b},5,P)
con P dado por

S — aSh,
S — A\

S = aSb = aaSbb = aabb,

asi que podemos escribir
S = aabb.
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Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Considere la gramatica

G = ({S},{a,b},S,P)
con P dado por

S — aSh,
S — A\

S = aSb = aaSbb = aabb,

asi que podemos escribir
S = aabb.

La cadena aabb es una oracién en el lenguaje generado por G, mientras
que aaSbb es una forma oracional.
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Ejemplo 4 |l

e Una gramiética G define completamente a L(G), pero puede que no
sea facil obtener una descripcién muy explicita del lenguaje a partir de
la gramatica.
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Ejemplo 4 |l

@ Aqui, sin embargo, la respuesta es bastante clara.
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Ejemplo 4 |l

@ No es dificil conjeturar que
L(G) = {a"b";n > 0},

y es facil probarlo.
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Ejemplo 4 |l

@ Si notamos que la regla S — aSb es recursiva, se sugiere
inmediatamente una demostracién por induccién.
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Ejemplo 4 11l

@ Primero mostramos que todas las formas oracionales deben tener la
forma
w; = a'Sb'. (2)
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Ejemplo 4 11l

@ Primero mostramos que todas las formas oracionales deben tener la
forma
w; = CLZSbZ (2)
@ Suponga que (2) se cumple para todas las formas oracionales w; de
longitud 2i + 1 o menos. Para obtener otra forma oracional (que no
es una oracién), solo podemos aplicar la produccién S — aSb. Esto
nos da
aZSbl = ai+lei+17
de modo que toda forma oracional de longitud 27 + 3 también tiene la
forma (2).
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Ejemplo 4 IV

e Dado que (2) es obviamente cierto para i = 1, se cumple por
induccién para todo 1.
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Ejemplo 4 IV

e Dado que (2) es obviamente cierto para i = 1, se cumple por
induccién para todo 1.

@ Finalmente, para obtener una oracién, debemos aplicar la produccién
S — A, y vemos que

S = a"Sh" = a"b"

representa todas las posibles derivaciones.
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Ejemplo 4 IV

e Dado que (2) es obviamente cierto para i = 1, se cumple por
induccién para todo 1.

@ Finalmente, para obtener una oracién, debemos aplicar la produccién
S — A, y vemos que

S = a"Sh" = a"b"

representa todas las posibles derivaciones.

@ Por tanto, GG sélo puede derivar cadenas de la forma a™b™.
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Ejemplo 4 IV

e Dado que (2) es obviamente cierto para i = 1, se cumple por
induccién para todo 1.

@ Finalmente, para obtener una oracién, debemos aplicar la produccién
S — A, y vemos que

S = a"Sh" = a"b"

representa todas las posibles derivaciones.
@ Por tanto, GG sélo puede derivar cadenas de la forma a™b™.

@ También tenemos que demostrar que se pueden derivar todas las
cadenas de esta forma.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Conceptos preliminares



Ejemplo 4 IV

e Dado que (2) es obviamente cierto para i = 1, se cumple por
induccién para todo 1.

@ Finalmente, para obtener una oracién, debemos aplicar la produccién
S — A, y vemos que

S = a"Sh" = a"b"

representa todas las posibles derivaciones.
@ Por tanto, GG sélo puede derivar cadenas de la forma a™b™.

@ También tenemos que demostrar que se pueden derivar todas las
cadenas de esta forma.

@ Esto es facil; simplemente aplicamos S — a.Sb tantas veces como sea
necesario, seguido de S — A. O

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Conceptos preliminares.



Ejemplo 5 |

Encuentra una gramatica que genere

L= {a"b""" :n > 0}.
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Ejemplo 5 |

Encuentra una gramatica que genere

L= {a"b""" :n > 0}.

o La idea detras del ejemplo anterior se puede extender a este caso.
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Ejemplo 5 |

Encuentra una gramatica que genere

L= {a"b""" :n > 0}.

o La idea detras del ejemplo anterior se puede extender a este caso.

@ Todo lo que tenemos que hacer es generar una b extra.
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Ejemplo 5 |

Encuentra una gramatica que genere

L= {a"b""" :n > 0}.

o La idea detras del ejemplo anterior se puede extender a este caso.
@ Todo lo que tenemos que hacer es generar una b extra.

@ Esto se puede hacer con una produccién S — Ab 'y con otras
producciones elegidas para que A pueda derivar el lenguaje del
ejemplo anterior.
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Ejemplo 5 Il

@ Razonando de esta manera, obtenemos la gramatica
G = ({S,A},{a,b}, S, P), con producciones

S — Ab,
A — aAb,
A=A
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Ejemplo 5 Il

@ Razonando de esta manera, obtenemos la gramatica
G = ({S,A},{a,b}, S, P), con producciones

S — Ab,
A — aAb,
A=A

@ Derive algunas oraciones especificas para convencerse de que esto
funciona. O
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@ Los ejemplos anteriores son bastante faciles, por lo que argumentos
rigurosos pueden parecer superfluos.
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@ Pero a menudo no es tan facil encontrar una gramatica para un
lenguaje descrito de manera informal o dar una caracterizacion
intuitiva del lenguaje definido por una gramatica.
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@ Para mostrar que un lenguaje dado es generado por una determinada
gramatica (G, debemos ser capaces de demostrar que:
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@ Para mostrar que un lenguaje dado es generado por una determinada
gramatica (G, debemos ser capaces de demostrar que:

@ cada w € L puede derivarse de S usando G y
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@ Para mostrar que un lenguaje dado es generado por una determinada
gramatica (G, debemos ser capaces de demostrar que:

@ cada w € L puede derivarse de S usando G y
@ cada cadena asi derivada estd en L.
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Ejemplo 6 |

Ejemplo 6
Tome ¥ = {a, b}, y sean ny(w) y ny(w) el ndmero de simbolos a y b en la

cadena w, respectivamente. Luego la gramatica G con producciones

S — S5,
S — A,

S — aSh,
S — bSa

genera el lenguage

L = {w: ng(w) = np(w)}.
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Ejemplo 6 1l

@ Esta afirmacién no es tan obvia y debemos proporcionar argumentos
convincentes.
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Ejemplo 6 1l

@ En primer lugar, estd claro que cada forma oracional de G tiene el
mismo ndmero de simbolos a y b, ya que las Unicas producciones que
generan una a, a saber, S — aSby S — bSa, generan
simultaneamente una b.
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Ejemplo 6 1l

@ Por lo tanto, cada elemento de L(G) esta en L.
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Ejemplo 6 1l

@ Es un poco mas dificil ver que cada cadena en L se puede derivar con

G.
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Ejemplo 6 11

@ Comencemos por analizar el problema en resumen, considerando las
diversas formas que puede tener w € L.
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Ejemplo 6 11

@ Suponga que w comienza con a y termina con b.
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Ejemplo 6 11

@ Entonces tiene la forma
w = awb,

donde w; también estd en L.
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Ejemplo 6 11

@ Podemos pensar en este caso como que es derivado a partir de
S = aSb

si S de hecho deriva cualquier cadena en L.
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Ejemplo 6 IV

@ Se puede hacer un argumento similar si w comienza con b y termina
con a.
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Ejemplo 6 IV

@ Pero esto no se ocupa de todos los casos, ya que una cadena en L
puede comenzar y terminar con el mismo simbolo.
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Ejemplo 6 IV

@ Si escribimos una cadena de este tipo, digamos aabbba, vemos que se
puede considerar como la concatenacién de dos cadenas mdas cortas
aabb y ba, ambas en L.
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Ejemplo 6 IV

@ ;Es esto cierto en general?
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Ejemplo 6 IV

@ Para mostrar que esto es asi, podemos usar el siguiente argumento:
Supongamos que, comenzando en el extremo izquierdo de la cadena,
contamos +1 para una a y -1 para una b.
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Ejemplo 6 V

@ Si una cadena w comienza y termina con a, entonces la cuenta sera
+1 después del simbolo més a la izquierda y -1 inmediatamente antes
del mas a la derecha.
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Ejemplo 6 V

@ Por lo tanto, la cuenta debe pasar por cero en algtn lugar en el medio
de la cadena, lo que indica que dicha cadena debe tener la forma

W = WiwW2

donde wy y wy estdn en L.
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Ejemplo 6 V

@ Este caso se puede resolver con la produccién S — SS.
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Ejemplo 6 V

@ Una vez que vemos el argumento de manera intuitiva, estamos listos
para proceder con mas rigor. Nuevamente usamos induccion.
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Ejemplo 6 V

@ Suponga que todo w € L con |w| < 2n se puede derivar con G.
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Ejemplo 6 V

@ Tome cualquier w € L de longitud 2n + 2. Si w = aw1b, entonces w;
estd en Ly |wi| = 2n. Por lo tanto, por suposicidn,

S:*>w1
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Ejemplo 6 VI

@ Entonces
S = aSh = aw b =w

es posible, y w se puede derivar con G.
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Ejemplo 6 VI

@ Obviamente, se pueden hacer argumentos similares si w = bwa.
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Ejemplo 6 VI

@ Si w no tiene esta forma, es decir, si comienza y termina con el
mismo simbolo, entonces el argumento de conteo nos dice que debe
tener la forma w = wiwe, con wy y we ambos en L y de longitud
menor que o igual a 2n.
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Ejemplo 6 VI

@ Por lo tanto, nuevamente vemos que
S =853 ws = wws =w

es posible.
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Ejemplo 6 VI

@ Ya que la hipdtesis inductiva se satisface claramente para n =1, se
cumple el caso base y la afirmacidn es verdadera para todo n,
completando la demostracion. O
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Gramaticas equivalentes

@ Normalmente, un lenguaje dado tiene muchas gramdaticas que lo
generan.
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Gramaticas equivalentes

@ Aunque estas gramaticas son diferentes, son equivalentes en cierto
sentido.
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Gramaticas equivalentes

@ Decimos que dos gramdticas G1 y (G2 son equivalentes si generan el
mismo lenguaje, es decir, si

L(Gy) = L(Ga).

FCC-BUAP)



Gramaticas equivalentes

@ Como veremos mas adelante, no siempre es facil ver si dos gramaticas
son equivalentes.
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Ejemplo 7

Ejemplo 7

Considere la gramatica G1 = ({4, S}, {a,b}, S, P1), con Pi que consta de las
producciones

S — aAb|\,
A — aAb|A.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Conceptos preliminares



Ejemplo 7

Ejemplo 7

Considere la gramatica G1 = ({4, S}, {a,b}, S, P1), con Pi que consta de las
producciones

S — aAb|\,
A — aAb|A.

@ Aqui presentamos una notacién abreviada conveniente en la que varias reglas de
produccién con los mismos lados izquierdos se escriben en la misma linea, con los
lados derechos alternativos separados por |.
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Ejemplo 7

Ejemplo 7

Considere la gramatica G1 = ({4, S}, {a,b}, S, P1), con Pi que consta de las
producciones

S — aAb|\,
A — aAb|A.

@ En esta notacién S — aAb|\ representa las dos producciones S — aAby S — A.
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Ejemplo 7

Ejemplo 7

Considere la gramatica G1 = ({4, S}, {a,b}, S, P1), con Pi que consta de las
producciones

S — aAb|\,
A — aAb|A.

@ Esta gramatica es equivalente a la gramatica G del ejemplo 4. La equivalencia es
facil de probar mostrando que

L(Gy) ={a"b" : n > 0}.
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Automatas |

@ Un autédmata es un modelo abstracto de una computadora digital.
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Automatas |

@ Como tal, cada autémata incluye algunas caracteristicas esenciales.
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Automatas |

@ Tiene un mecanismo de lectura de entrada.
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Automatas |

@ Se asumird que la entrada es una cadena sobre un alfabeto dado,
escrita en un archivo de entrada, que el autémata puede leer pero no
cambiar.
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Automatas |

@ El archivo de entrada se divide en celdas, cada una de las cuales
puede contener un simbolo.
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Automatas |

@ El mecanismo de entrada puede leer el archivo de entrada de
izquierda a derecha, un simbolo a la vez.
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Automatas |

@ El mecanismo de entrada también puede detectar el final de la cadena
de entrada (detectando una condicién de final de archivo).
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Automatas Il

@ El autémata puede producir una salida de alguna forma.
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Automatas Il

@ Puede tener un dispositivo de almacenamiento temporal, que consta
de un nimero ilimitado de celdas, cada una de las cuales puede
contener un solo simbolo de un alfabeto (no necesariamente el mismo

que el alfabeto de entrada).
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Automatas Il

o El autédmata puede leer y cambiar el contenido de las celdas de
almacenamiento.
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Automatas Il

@ Finalmente, el autémata tiene una unidad de control, que puede
estar en cualquiera de un nimero finito de estados internos, y que
puede cambiar de estado de alguna manera definida.
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Automatas Il

o La figura 1 muestra una representacién esquematica de un autémata
general.
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Automatas Il

Input file

Control unit Storage

U
Output

Figure 1. Representacién esquematica de un autémata general.
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Automatas IV

@ Se supone que un autémata opera en un marco de tiempo discreto.

Martinez (FCC-BUAP) Conceptos preliminares



Automatas IV

@ En cualquier momento dado, la unidad de control se encuentra en
algln estado interno y el mecanismo de entrada estd escaneando un
simbolo particular en el archivo de entrada.
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Automatas IV

o El estado interno de la unidad de control en el siguiente paso de
tiempo lo determina la funcién de transicién o estado siguiente.
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Automatas IV

@ Esta funcién de transicidn proporciona el siguiente estado en términos
del estado actual, el simbolo de entrada actual y la informacién que
se encuentra actualmente en el almacenamiento temporal.
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Automatas V

@ Durante la transicién de un intervalo de tiempo al siguiente, se puede
producir una salida o cambiar la informacién del almacenamiento
temporal.
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Automatas V

o El término configuracion se utilizard para referirse a un estado
particular de la unidad de control, archivo de entrada y
almacenamiento temporal.
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Automatas V

@ La transicién del autémata de una configuracién a la siguiente se
denominard movimiento.
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Automatas V

@ Este modelo general cubre todos los autématas que discutiremos en
este curso.
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Autématas VI

@ Un control de estado finito serd comuin a todos los casos especificos,
pero las diferencias surgirdn de la forma en que se puede producir la
salida y la naturaleza del almacenamiento temporal.
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Autématas VI

@ Como veremos, la naturaleza del almacenamiento temporal gobierna
el poder de diferentes tipos de autématas.
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Autématas VI

@ Para discusiones posteriores, sera necesario distinguir entre autématas
deterministas y autématas no deterministas.
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Autématas VI

@ Un autémata determinista es aquel en el que cada movimiento esta
determinado de forma (nica por la configuracién actual.
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Autématas VI

@ Si conocemos el estado interno, la entrada y el contenido del
almacenamiento temporal, podemos predecir exactamente el
comportamiento futuro del autémata.
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Automatas VIl

@ En un autdmata no determinista, esto no es asi. En cada punto, un
autdmata no determinista puede tener varios movimientos posibles,
por lo que solo podemos predecir un conjunto de acciones posibles.
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Automatas VIl

@ La relacién entre los autématas deterministas y no deterministas de
varios tipos jugara un papel importante en nuestro estudio.
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Automatas VIl

@ Un autémata cuya respuesta de salida se limita a un simple “si" o
“no” se denomina aceptador.
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Automatas VIl

@ Presentado con una cadena de entrada, un aceptador acepta la
cadena o la rechaza.
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Automatas VIl

@ Un autémata mds general, capaz de producir cadenas de simbolos
como salida, se llama transductor.
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Ejercicios |

@ , Cuéntas subcadenas aab hay en ww’w, donde w = aabbab?

@ Use induccién sobre n para demostrar que |u"| = n|u| para todas las
cadenas u y para todo n.

© El reverso de una cadena, introducido informalmente anteriormente,
se puede definir con mayor precisién mediante las reglas recursivas

a® =aq,

(wa)? = aw’,

para todo a € ¥, w € ¥*. Use esto para demostrar que

)R R, R

(uwv)™ = v,

para todo u,v € X7
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Ejercicios |l

Q Sea L = {ab,aa,baa}. ;Cudles de las siguientes cadenas estdn en
L* : abaabaaabaa, aaaabaaaa, baaaaabaaaad, baaaaabaa? jQué
cadenas estadn en L*?

@ Sea X ={a,b} y L = {aa,bb}. Utilice la notacién de conjuntos para
describir L.

@ Demuestre que
(L1L2)" = LELT
para todos los lenguajes Ly y Lo.
@ Encuentre una gramdtica para el lenguaje L = {a", donde n es par}.

© Dé una descripcién sencilla del lenguaje generado por la gramatica
con producciones

S — aaA,
A —bS,
S — A

(FCC-BUAP)



Ejercicios Il

© Encuentre tres cadenas en el lenguaje generado por
S — aSb|bSala.

@ Complete los argumentos en el Ejemplo 7, mostrando que L(G1) en
efecto genera el lenguaje dado en el Ejemplo 4.

FCC-BUAP)
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